Didakticky seminar

Astronomické pocatky goniometrie

Zdenék Halas

Katedra matematiky

Pedagogicka fakulta Univerzity Palackého v Olomouci



Obsah

I Vypocty hodnot goniometrickych funkci

1 Ptolemaiova goniometrie
1.1 Klaudios Ptolemaios . . . . . . . ... ... . Lo oo
1.2 Ptolemaiova goniometrie . . . . . . . .. .. Lo oo
1.3 Vyznam souctovych vzorct . . . . . . . . ... ...
1.4 Konstrukce tabulky délek tétiv. . . . ... ... ... 0L
1.4.1 Pravidelny pétithelnik a desetithelnik . . . .. ... ... ... ..
1.4.2  Ptolemaiova véta . . . . . . ... oo
1.4.3 Tétiva odpovidajici jednomu stupni . . . . . .. ... .. ... ...
1.4.4 Posledni sloupec v Ptolemaiové tabulce . . . . . . . ... ... ...

2 Nazvy goniometrickych funkci

II Astronomické pocatky goniometrie

3 Pocatky goniometrie a pozorovani délky roc¢nich obdobi
3.1 Volba modelu pohybu Slunce . . . . .. ... ... ... ... ... ..
3.2 Hledani sttedu excentru . . . . . . . . ...

NS

—_
— 00 O R

11
13
14
15

15



Slovo 1vodem

Jak jiz sdm nazev napovida, tento text je vénovan uplnym pocatkim discipliny, kterou
dnes nazyvame goniometrie. Text je rozdélen na dvé casti.

Prvni ¢ast obsahuje nékteré historicky vyznamné postupy vypoctu hodnot , goniome-
trickych funkei®. Z matematického hlediska jim v antické matematice odpovidaji délky
tétiv, a tak se zaméfujeme na zpusob jejich vypoctu v prvnim komplexnim dochovaném
textu — v Ptolemaiové Almagestu.

V Ptolemaiovych vypoctech se skryva jedno omezeni — délka tétivy prislusna jednomu
stupni je pouze odhadnuta. Odhad je proveden s takovou presnosti, ze zcela vyhovuje pro
vytvoreni celé tabulky délek tétiv s presnosti na dvé sedesatkova mista.

Ve druhé casti si pokladdame otazku, pro¢ vlastné goniometrie vznikla — ¢im se li-
dé zabyvali, ze jim pri feseni téchto problému vyvstala potieba matematického aparatu
odpovidajiciho dnesni goniometrii. Ukazeme, Ze jednim z klicovych problémt mohla byt
interpretace vysledki méteni délky ro¢nich obdobi, ktera byla v pribéhu staleti zpresno-
vana. Tato data byla v zasadnim rozporu s jednoduchym aristotelovskym modelem, kdy se
nebeska télesa méla pohybovat rovnomérnym kruhovym pohybem, ptricemz stfedem této
kruhové drahy by byla Zemé. Resen{ vyzadovalo geometricky model, jehoz parametry bylo
mozno urcit pouze s pomoci rozvinutého aparatu pro vypocet délek tétiv, coz byl, jak jsme
jiz zminili, predchiidce dnesni goniometrie.

Preji vSem ¢tenaium tohoto textu, aby v ném nalezli inspiraci pro svou praci i potéseni
z antické matematiky.



Cast I
Vypocty hodnot goniometrickych
funkci

1 Ptolemaiova goniometrie

Goniometrické funkce' hraly diilezitou roli zejména v astronomii, jak uvidime ve druhé
casti tohoto textu. Nejranéjsi doklady jejich uzivani v rozvinuté podobé zatim sahaji do
starovékého Recka. Rekové pouzivali misto nasich goniometrickych funkei délku tétivy
danou stredovym thlem o velikosti a. V nasem textu ji budeme znacit crd o, tj. plati

crda = 2R sin %.

Je pravdépodobné, ze jako prvni sestavil tabulky vyznamny fecky astronom HIPPARCHOS
(asi 180-125 pf. Kr.). Jeho dilo se ndm vsak dochovalo jen ve zlomcich, a tak jsme odkdzani
pouze na pozdéjsi svédectvi.

Na Hipparcha védomé navazal zejména KLAUDIOS PTOLEMAIOS, ktery Hipparcha
mnohokrat zminuje a cituje. Z Ptolemaiova dila mtizeme usuzovat, ze Hipparchos tabulky
hodnot crd o opravdu potieboval, pouzival je napt. pti studiu pohybu Mésice a pri dalsich
astronomickych vypoctech.

Spoleéné s piilivem astronomickych poznatki ze starovéké Mezopotamie se do Recka
dostalo pouzivani Sedesatkové soustavy. V Recku se jeji ndznaky objevily poprvé nékdy
v poloviné tretiho stoleti v geografickém dile ERATOSTHENA 7z KYRENY (276-194 pr. Kr.).
Toto dilo se nam nedochovalo, k dispozici mame pouze nékolik uryvki, zejména u Strabdna.

Nejvyznamnéjsim hellénistickym autorem, jehoz astronomické dilo se nam dochovalo,
je bezpochyby Klaudios Ptolemaios.

1.1 Klaudios Ptolemaios

O Klaudiovi Ptolemaiovi toho vime pomérné malo. Zil pfiblizné nékdy mezi lety 90-165
a pusobil v Alexandrii. Podrobnéji se lze o ném docist napr. v [St]. Byl to velmi plodny
autor, jak je patrné ze struéného prehledu jeho dila.

o Almagest
» Kanopska poznamka — predbézné shrnuti parametrii Ptolemaiovy soustavy; cca 9 stran

o Tetrabiblos — astrologicka prirucka, zajistilo mu proslulost ve sttedovéku

I Pfesnéji se jednalo o jejich predchiidce.



» Geografie — rozsahlé dilo, obsahuje topograficky popis a 27 map; (Sudéta oré: ¢esko-
némecké pomezi, Ebtron: asi oblast jizné od Brna)

« Optika
o Planetarni hypotézy — o vzdalenostech planet
o Priruc¢ni tabulky — pro vypocet poloh kosmickych téles; obsahuje katalog 180 hvézd

o Faze nehybnych hvézd

Dnes je nejznaméjsi jeho monumentalni astronomické kompendium Almagest (fecky
Moabnpatikny oovtaélg, Mathématiké syntaxis), jehoz vydani [He] ¢itd 1154 stran. Toto
dilo mélo pro astronomii podobny vyznam, jako pro geometrii Eukleidovy Zdklady. Cela
astronomie je zde budovana na zakladé geocentrické soustavy.

Sam Ptolemaios své dilo nazyva Mathématiké syntaxis. Pozdéji vSak bylo také nazyva-
no Megalé syntazis (Velka skladba, Meyddn oovta€ic). Arabsti prekladatelé tento nazev
zménili na Megisté syntazis (Nejvetsi skladba, Meyiotn ocVvtagig), coz mozna ucinili z dcty
k tomuto ohromnému dilu. Prepisem do arabstiny pak vzniklo Al-Magisti, coz déale pteslo
do latiny jako Almagest.

Pro zajimavost uvadime zkracenou verzi obsahu prvni ze tfinacti knih Almagestu.

Obsah prvni knihy (z tfinédcti), jak je shrnut v jejim uvodu:

1. Predmluva.
2. O tazeni vét.
3. Ze se nebe pohybuje po sféie.
4. Ze i Zemé jako celek je kulata.
5. Ze Zemé je stfedem nebe.
6. Ze Zemé je viici vesmiru jako bod.
7. Ze se Zemé nepohybuje.
8. Ze na nebi jsou dva druhy priméarnich pohyb.
9. O postupné vystavbé.

10. O délce tétiv v kruznici.

11. Tabulka tétiv v kruznici.

12. O oblouku mezi slunovraty.



13. Uvod pro sférické dikazy.

14. O obloucich mezi rovnikem a ekliptikou.

Vidime, ze Ptolemaios v ivodni kapitole vypracoval tabulky délek tétiv — jsou to nej-
starsi dochované tabulky tohoto typu. S nejvétsi pravdépodobnosti vsak nebudou prvni.
Je témér jisté, ze Hipparchos (2. stol. pr. Kr.) a Menelaos (1. stol. po Kr.) také pouzivali
podobné tabulky. Nejspise tedy navazoval na praci diivéjsich astronomii.

Idea tétivy pochazi nejspise od Hipparcha. Délky tétiv byly pozdéji nahrazeny po-
loviénimi délkami, coz odpovidalo nasemu sinu. Poprvé to mame dolozeno u indického
matematika Aryabhaty (499 po Kr.), jemuz se budeme vénovat pozdéji.

Z obsahu prvni knihy je patrné, ze Ptolemaios neuvadi pouze tabulku, ale také podrobny
navod na jeji sestaveni.

1.2 Ptolemaiova goniometrie

V prvni knize Almagestu je vybudovana rovinna goniometrie, a to véetné peclivych di-
kazi. Cely postup slouzi k vypoctu tabulky délek tétiv, kterou Ptolemaios uvadi s krokem
pul stupné. Tato tabulka slouzi v ostatnich kapitolach jako pomocny aparat pro astrono-
mické vypocty.

Jak uz bylo zminéno, Ptolemaios pracuje s délkami tétiv na rozdil od nasich sin.
Samotnou kruznici déli na 360 stejnych tsekt, jeji primér na 120 tseki.?

Délku tétivy dané stredovym thlem o velikosti o budeme znacit crd . N&S sinus je
vlastné polovinou délky tétivy prislusejici dvojnasobnému tihlu vydélenou polomérem, plati
tedy vztah

crda = 2Rsin%,

kde R je v nasem pripadé rovno 60.

Vsechny vypocty jsou v Almagestu provadény primo v pozi¢ni Ssedesatkové soustave.
Ptolemaios systematicky pracuje s presnosti na dvé Sedesdtkova mista, takze miize uvadét
vzdy pouha tii ¢isla oddélend mezerou bez dalsiho oznaceni, a presto nemuze dojit k zad-

nému nedorozumeéni. Tento ptivodni zpiisob zapisu zachovavame. Napriklad adaj 70 32 3

32 3
znamena 70 + 50 + 602 V pripadé, ze by na nékteré pozici méla byt nula, pise Ptolemaios
maly krouzek, ktery je patrny i na prilozené ukazce. Tento krouzek vSak nelze povazo-

vat za pravoplatného predchiidce nuly, nebot slouzi vyhradné k oznaceni , prazdné* pozice
v Sedesatkovém zapisu.

2 Tyto tseky samoziejmé neodpovidaji isekiim, na né je rozdélena samotnéd kruznice, jejiz ¢lenéni
odpovida dnesnimu déleni plného thlu na 360°. Pro nazornost se budeme proto u udajua, které se vazi
k c¢lenéni kruznice, drzet souc¢asného oznaceni; misto pouhého ¢isla 60 tak budeme psat 60°. Pouzivani
¢lenéni na 360 a 120 useku je dédictvim mezopotamské astronomie, podobné jako pocitani v Sedesatkové
soustave.



Transformace Ptolemaiovych tdaji do souc¢asného oznaceni tedy probiha nasledujicim
zpusobem. Vezmeme-li si naptiklad rovnost

crd72° =7032 3,
tak pro nas znamena na levé strané:
crd 72° = 120 - sin 36° = 120 - 0, 587785252 --- = 70, 534230275 ...

a na strané pravé (presnost je omezena na dvé Sedesatkova mista):

32 3
23=704+ —=+ —— =70,534166 ... .
7032 3 + 60 + 602 )

Jelikoz mé strana pravidelného Sestitthelniku (stfedovy thel 60°) stejnou délku jako
polomér kruznice jemu opsané (R = 60), dostdvame zakladni poznatek, z néhoz Ptolemaios
vychazi:

crd 60° = 60.

Pti tomto oznaceni a za téchto predpokladii odvozuje nékolik vét, které jsou teoretickym
zékladem vypoctu tabulky délek tétiv prislusnych stfedovym thlim o velikostech od 0° do
180° s krokem % Tato tabulka je také soucasti Almagestu, ukdzka z ni je na obrazku nize.

Celé budovani teoretického aparatu, na némz je tvorba tabulky délek tétiv zalozena, je
rozdéleno do Sesti kroku.

1. Urci se hodnota crd 72° a crd 36°. Z geometrické konstrukce pravidelného pétitihelniku
a desetitthelniku a uzitim Pythagorovy véty se dostane

crd72°=70323 crd 36° = 37 4 55.

2. Ptolemaiova véta — zdklad pro odvozeni souctového vzorce crd (o + 3).
Pro libovolny tétivovy ctyiihelnik ABCD plati

|AB|-|CD| + |AD| - |BC| = |AC| - |BD| .

3. Vztah pro crd (v — B) — lze tedy odvodit crd 12° = crd (72° — 60°).
4. Vztah pro crd ¢ — odtud se odvodi crd 6°, crd 3°, crd % a crd %O.

5. Odhad pro crd 1°, odtud pak crd %

o

1
crd1°=1250 crd§=03125

6. Sestaveni tabulky s krokem % s pomoci odvozenych vztahi.

7
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1.3 Vyznam souctovych vzorct

V této podkapitole rozvedeme jednotlivé kroky Ptolemaiovy vedouci k sestaveni tabulky
délek tetiv. Celd konstrukce je pomérné prehledné. Nejprve vypocteme stranu pravidelného
pétithelniku a desetithelniku, ¢imz ziskame hodnoty crd 72° a crd 36°. Nasledné odvodime
Ptolemaiovu vétu, kterd vlastné (moderné feceno) vystupuje v roli sou¢tového vzorce pro
funkei crd . Odtud pak odvodime modifikaci tohoto ,,souc¢tového vzorce* pro crd (a— ) a
crd §. Tyto vztahy uz pak umoznuji vhodnou kombinaci znamych hodnot dopocitat velké
mnozstvi hodnot jinych, jak je uvedeno v prehledu vyse.

Jednotlivé kroky Ptolemaiova postupu budeme prezentovat v modernizované a upravené
podobé, abychom usnadnili jeho transformaci do soucasné skolské matematiky.

Nez se podivame na samotny Ptolemaitv postup, ucinime k nému nékolik poznamek
z hlediska soucasné skolské matematiky. Z vyse uvedenych shrnuti je ziejmé, Ze jeho jadrem
jsou souctové vzorce pro funkece sinus a kosinus (u délky tétivy ptritom postacuje soucto-
vy vzorec jediny). Sta¢i znat alespon jednu hodnotu a vSechny ostatni pak lze pomoci
souctovych vzorct dopocitat.

Je-li mozno na zakladé jedné hodnoty dopocitat s pomoci souctovych vzorct vsechny
hodnoty funkei sinus a kosinus, jsou tak vlastné jednoznacné zadany a souctové vzorce lze
vzit za zaklad jejich definice. Teoretickym zakladem je k tomu nasledujici véta.

Véta. Existuje pravé jedna dvojice funkci s(x) a ¢(x), které splituji na celém R soustavu
funkcionalnich rovnic

a podminku



Posledni podminka (limita) je nutna kvili spojitosti a vybéru jediné funkce s ,se sklo-
nem 45° v bodé nula®.

Pokud jsou souctové vzorce odvozovany izolované, bez upozornéni na jejich ohromny

potencial pro vypocet dalsich hodnot, tak se ztraci néco podstatného z jejich matematické
podstaty.

Ve skolské matematice se vétsinou odvozuji hodnoty sinu a kosinu tthli velikosti 30°, 45°, 60°.
V pripadé 30° a 60° je zakladem je rovnostranny trojihelnik ABC.

(NGRS

Odtud pfimo miizeme psat:

cos = cos 60° =

Q |nle

sina =sin60° = — =

cosy =cos30° = — =

Podobné na zakladé pravouhlého rovnoramenného trojihelnika

C




ihned dostavame:

V2 2
sin45° = cos 45° = c-2° a = £
a a 2

Samotné odvozeni souctového vzorce pro funkei sinus a kosinus je zfejmé z néasledujicich
obrazk.

sin 8

<
5

sin(a+ 8) = v1 + v2

U1 V2

sina =

cosax = ——
cos sin 3

sin(a 4 B) = sina cos 3+ cos asin 8

cos(a+B) =2z1— 2z

Z1 .
cosa = sina =
cos

cos(a + B) = cosacos 3 — sinasin 8

10



1.4 Konstrukce tabulky délek tétiv
1.4.1 Pravidelny pétitihelnik a desetiihelnik

Nyni vypocteme délku strany ay pravidelného pétithelniku, abychom ziskali hodnotu
crd 72°. S pouzitim dnesni goniometrie by se jednalo o snadny tkol, stacilo by vhodnym
zpusobem pouzit funkci sinus v trojihelniku, jehoz vrcholy tvori dva sousedni vrcholy
pravidelného pétithelniku a stred kruznice opsané:

as
sin 36° = =2 |

r

tj.
as = 2r sin 36°.

Chceme-li vsak urcit délku strany pravidelného pétithelniku pouze s pomoci elementarni
geometrie, budeme muset vyjit z jeho konstrukce. Ta je béznou soucasti skolské mate-
matiky, zaznamenanu ji mame nejen v Almagestu, ale také ve vété IV,11 Eukleidovych
Zdkladi.

Uvazujme kruznici se stfedem A a o poloméru AT, jehoz stied oznacme E. Bod Z
zkonstruujme tak, aby lezel na pruméru AI' a zaroven EZ = EB. Potom tsecka AZ ma
délku rovnou strané pravidelného desetitthelniku a BZ pravidelného pétitihelniku.

11



Oznacime-li polomér kruznice r, dostaneme z Pythagorovy véty aplikované na troj-
uhelnik BAE /8
7 2 5)
BB =[r2+ (1) =r2.

T3 T

Odtud potom plyne
V5 r
2 9

tj.
V5 —1
alO:T 2 .

Opét z Pythagorovy véty aplikované na trojihelnik BAZ obdrzime vztah

2
5—1 5—2vb+1+4 5—1b
a%za%oﬁ-rQ:rZ [(I ) +1]:r2 Vitl+ =72 V5

2 4 Ty

tedy

Pro r = 60 dostaneme?

crd 72° =70,534230 --- =~ 70 32 3.

Z Thalétovy véty plyne, zZe trojihelnik nad preponou je pravouhly. Plati v ném tedy
Pythagorova véta
crd 2o 4 crd 2(180° — o) = 1202,

Ke kazdé hodnoté crd a 1ze tedy dopocitat hodnotu komplementarni:

crd (180° — ) = V1202 — crd 2ar..

crd (180° — a)
crd

=

1
3 7 pohledu soucasné goniometrie jsme vypocetli hodnotu sin 36° = 5

12



1.4.2 Ptolemaiova véta

Jeliko# zname hodnotu crd 60° = 60, budeme moci vypoéist crd (72° — 60°) = crd 12°.*
K tomu vsak potrebujeme odvodit vztah, ktery by zastoupil roli dnesnich souctovych vzorct
— Ptolemaiovu vétu®.

Véta (Ptolemaiova). V kazdém tétivovém ctyrihelniku ABI'A plati:
AB-TA+AA Bl = AT -BA,

neboli
ac+bd =ef,

kde a, b, ¢, d jsou postupné délky jeho stran a e, f délky thlopricek.

Sestrojme na thlopfi¢ce AT bod E tak, aby byl ihel ABE roven tthlu ABT' (oznaceny
zelené). Také oranzové oznacené tihly jsou si rovny, nebot se jedné o obvodové tihly prislusné
témuz oblouku. Trojuhelniky EBI" a ABA jsou tedy podobné, tj.

BI'  BA
El  AA’
neboli
AA-BI'=EI'-BA.
Také trojihelniky ABE a ABI jsou podobné (ihly BAE a BAT piisluseji témuz oblou-

ku BI'), ziskdme tedy rovnost
AB AB

EA TA’

4 Jazykem dnesni goniometrie se jednd o vypodet sin(36° — 30°) = sin 6°.
® Sam Ptolemaios tuto vétu oznacuje jako ,velmi uziteéné lemmatko“ (Anppértiov edypnotov mévv),
nebot v jeho konstrukci plni spiSe funkci pomocnou.

13



neboli
AB - TA =EA - -AB.

Souctem obou vyslednych nerovnosti ziskdme
AB-TA+ AA-BI'=(AE+El') - BA =AT'-BA,
coz je tvrzeni véty. ]

Aplikaci Ptolemaiovy véty ilustruje nasledujici obrazek.

1.4.3 Tétiva odpovidajici jednomu stupni

Nalezeni odhadu pro crd 1° je z historického i matematického hlediska velmi vyznamné.
Vidéli jsme, Ze z odvozené hodnoty crd 12° lze pomoci formule pro crd § ziskat crd % a
crd %o, ne vsak crd 1°. Bylo by pottfeba provést trisekci ihlu, a tak Ptolemaios hleda radéji
dostatecné dobrou aproximaci.

Zakladem hledani dolniho a horniho odhadu je nerovnost (plati pro 0° < o < 5 < 180°)

ktera byla v té dobé znama, pouzivali ji napriklad Aristarchos, Eukleidés ¢i Archimédés.

Lze ji prepsat ve tvaru
ceda  crdf

a< f= > . 1
R (1)
Nerovnost (1) je pomérné ndzornd; 1ikd, Ze se vétsi oblouk od prislusné tétivy lisi vice, nez
je tomu u mensiho oblouku. S pouzitim (1) dostaneme

3° ° 3°
crd 5 crd 1 crd g

3 3
2 1 4

14



Dosazenim znémych hodnot crd 3" = 13415 a crd 3” = 047 8 dostaneme

9 1° 4
13415 .2 < gurs. 2
3 3

d1° 9

1250 < & <1250%,

kde je rozdil mezi hornim a dolnim odhadem crd 1° tak maly, Ze pfi zvolené presnosti na
dvé Sedesatinnd mista ihned dostdvdme crd 1° = 1 2 50.°
1.4.4 Posledni sloupec v Ptolemaiové tabulce

V Ptolemaiovych tabulkéch je uveden jesté jeden (tfeti) sloupec, ktery obsahuje inter-
pola¢ni udaje, konkrétné hodnoty

crd (o + %) —crda
30 '

Rozdily délek tétiv sousedicich v tabulce jsou vydéleny 30, pricemz tyto sousedni tétivy
prisluseji tthlim lisicim se velikosti o pul stupné; jedna tricetina tedy odpovida nasi jedné
minuté. Pro zajimavost poznamenejme, ze déleni triceti je v Sedesatkové soustave jedno-
duché; provede se vynasobenim dvéma a posunutim radové ¢arky o jedno misto doleva.

Tento interpola¢ni udaj tedy umoznuje alespon priblizné rozsitit tabulky na hodno-
ty pocitané s krokem 1 minuta. Potfebujeme-li napiiklad hodnotu crd 7°40’, nalezneme
v tabulkach crd 7°30” a interpola¢ni idaj — jednu tficetinu rozdilu crd 8° —crd 7°30”. Tento
udaj vynasobime deseti a pricteme k crd 7° 307, ¢imz dostaneme pomoci linearni interpolace
pribliznou hodnotu crd 7°40’.

2 Nazvy goniometrickych funkci

Prestoze je tétiva geometricky nazorna, v astronomickych vypoctech se vétsinou uplat-
novala polovina délky tétivy. Prvni doklad jejiho tabelovani méame dolozen u vyznamného
a hojné komentovaného indického astronoma a matematika Aryabhaty” (476-550), ktery
nazyva polovinu tétivy ardha-jya (nebo zkracené jya), coz znamené ,polovina tétivy luku®.
Tento standardni termin staré indické matematiky pak arabsti matematikové prepsali pri
prekladu indickych dél do arabstiny jako jiba (psdno bez samohlések jb), coz vsak nemd v

61250=1+ & + 5285 = 1,047222 ..., pficemz crd 1° = 2 - 60 - sin % =1,047184....

7 Aryabhata patfil mezi velmi vyznamné indické ucence. Uréil napiiklad obvod Zemé s udivujici pres-
nosti — jeho 1daj je jen o priblizné 100 km mensi nez soucasnd hodnota. Uvadi také hodnotu = = 3, 1416.
Védél, Ze to neni pfesnd hodnota (zminuje, ze se ,,bliz{“); asto se mu tak pripisuje, ze védél o iracionalité
7, coz viak nenf v kontextu indické védy zcela korektni. Aryabhatu déle cituji vyznaén{ arabst{ matema-
tikové, napf. al-Chwérizmi, ktery jeho dilo Aryabhatia prelozil kol. roku 820 do arabstiny, coz také sehrélo
diilezitou tlohu na cesté arabskych ¢islic do Evropy.
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arabstiné zadny vyznam. Pozdéjsi autori to tedy zacali nékdy v 9. stoleti nahrazovat slovem
jaib (,zaliv, zatoka®). Kdyz pak ve 12. stol. preklddali ROBERTUS CASTRENSIS (Robert z
Chesteru, 1145) a GHERARDO Z CREMONY (1175) tyto spisy do latiny, nahradili arabské
jaib doslovné latinskym ekvivalentem sinus (,,zahyb, oblouk, zaliv*).

Nézev pro kosinus (vlastné zkratka pro latinské complementarii anguli sinus, tj. ,si-
nus doplnkového ihlu®) zavedl spolu s ndzvem kotangens roku 1620 anglicky astronom a
matematik EDMUND GUNTHER (1581-1626) ve svém spisu Canon Triangulorum.

Dnes pomérné opomijeny kotangens (opét zkratka pro latinské complementarii anguli
sinus, tj. ,tangens doplnkového thlu*) se objevil drive nez tangens, v arabské matematice
jej zavedl v 9. stol. al-Battani. V Evropé jej znovuobjevil anglicky matematik THOMAS
BRADWARDIN (1290-1349).
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Cast II
Astronomické pocatky goniometrie

V této ¢asti si ukazeme, jak pozorovani nestejné délky roénich obdobi vedlo k vytvoreni
modeltl, jejichz matematické zpracovani si vyzadalo vznik nové matematické discipliny —
goniometrie.

3 Pocatky goniometrie a pozorovani délky roc¢nich ob-
dobi

Zminku o prvnim pozorovani nestejné délky roc¢nich obdobi lze nalézt v Simplikiové
komentaii k Aristotelovi®, kde se pise o Meténovi a Euktémonovi”, kteii uz nékdy kolem
roku 430 pt. Kr. védéli o tom, Ze se doby mezi slunovraty a rovnodennostmi lisi. Prehled
antickych pozorovani nestejné délky rocnich obdobi nachazime na jednom papyru znamém

pod nazvem Fudoxi Ars Astronomica'’:

Jaro | Léto | Podzim |Zima Rok
Eudoxos 917 | 917 92 91 |asi 360 pr. Kr.
Démokritos ? - 91 91 |asi 400 pr. Kr.
Euktémén | tj. 93 | 90 90 92 |asi 430 pr. Kr.
Kallippos tj. 94 | 92 89 90 |asi 330 pr. Kr.

7 tabulky shrnujici tato pozorovani je vidét, ze Euktémonovo pozorovani sice nebylo
Uplné piesné, presto viak ukdzalo, ze jaro'' je nejdelsim roénim obdobim. O pozorovani
Démokritové nemame zaznam uplny. Prekvapujici je, Ze vynikajici matematik a astronom
Eudoxos z Knidu pravdépodobné povazoval rozdily v délce jednotlivych ro¢nich obdobi za

8 1. L. Heiberg, Simplicii In Aristotelis De caelo, Commentaria. Berolini, 1894. Na strané 497, fadek
19 se nachézi citat z Eudéma, ktery se zminuje o Meténovi a Euktémonovi.

9 Metén a Euktémoén jsou nékdy povaZzovani za zakladatele védecké astronomie, a to diky pozorovani
letniho slunovratu, které provedli v Athénach roku 432 pr. Kr. Jednd se o prvni datované pozorovani v
antice.

10 Vydal jej Fr. Blass roku 1887. Tento papyrus byl napsan v Egypté mezi lety 193 a 165 pt. Kr. Jednd
se pravdépodobné o zépisky z predndsek. Ke konci tohoto papyru (sloupce 22 a 23) se nachdz{ idaje o
nestejnych délkach jednotlivych ro¢nich obdobi u riznych autorti. Pak uz jen nasleduje seznam znameni
zvérokruhu a zavérecné poznamky, mezi nimiz si pisatel zaznamenal i pobidku prednasejiciho k pilnému
studiu, jez méa studentum zajistit lepsi Zivot: Namdhejte se, panové, abyste pak nemuseli Zit v ndmaze.

1 Dodejme pro tplnost, Ze délky roénich obdobi se postupem ¢asu pomalu méni; dnes je nejdelsim
rocnim obdobim 1éto.
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chybu méfeni a rozdélil rok na ¢tyfi stejné dily (podzimu formélné piidal jeden den, aby
ziskal pocet 365). Mnohem presnéjsi pozorovani provedl sto let po Euktémonovi Kallippos.

Slavny astronom Hipparchos provedl nékdy pred rokem 130 pt. Kr. vlastni pozorovani,
ktera byla velmi pfesna:

jaro 941 léto 921 podzim 881 zima  90% .

Tyto vysledky potvrdil Klaudios Ptolemaios!? kolem roku 150 po Kr. svym vlastnim
presnym meérenim, pti némz odhalil nepatrnou nepresnost umisténi velkého bronzového
prstence slouziciho k urcovani rovnodennosti, ktery byl umistén v alexandrijské palaistre.
V Ptolemaiové astronomickém kompendiu Almagest se nachazi rozsahla citace Hippar-
chovych vysledkii méreni a popis modelu, ktery Hipparchos na zakladé téchto vysledkt
vytvoril. Pravé v matematickém popisu tohoto modelu nachazime snad viubec prvni po-
uziti ,,goniometrie”. Podobnych aplikaci pak nachazime v antické astronomii celou radu,
pricemz pravé takovéto astronomické vypocty byly motivem pro vytvoreni celého nového
odvétvi matematiky, které dnes nazyvame goniometrie.

3.1 Volba modelu pohybu Slunce

Stale presnéjsi pozorovani nestejnych délek roc¢nich obdobi vedla k potfebé upravit
nejjednodussi model pohybu Slunce: pohyb konstantni rychlosti po kruznici, v jejimz stredu
je Zemé. Jelikoz bylo pro antického ¢lovéka tézké si predstavit, co by Slunce primélo pti
svém obéhu snizovat a zvysovat svou rychlost, pripadné co by jej mohlo vychylit z kruhové
drahy, byly nové modely zaméreny na modifikaci volby stfedu rovnomérného kruhového
pohybu. Vznikly tak dva modely, o nichz pozdéji Apollénios z Pergé kolem roku 200 pr.
Kr. ¢isté geometrickou cestou dokézal, ze jsou ekvivalentni.

Planeta

%

Dva modely pohybu nebeskych téles: 1) deferent a epicykl; 2) excentr.

12 Alexandrijsky astronom, autor velkého astronomického kompendia Almagest o 13 kapitolach, v némz
shrnul, doplnil a systematizoval vysledky prace predchozich generaci astronomu. Zdaleka nejvice navazuje
na Hipparcha. O Hipparchovych vysledcich ohledné nestejnych délek ro¢nich obdobi se dozviddme prave
diky tomu, Ze je Ptolemaios obsédhle cituje ve svém Almagestu; Hipparchové pozorovani a teoretickému
modelu vénuje kapitolu IIL.4., viz [T1].
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Prvni model, ktery vznikl nejspise pii popisu pohybu planet!?, ponechal ve stfedu velké
kruznice (tzv. deferent) Zemi, po ni se vsak pohybovala svym stfedem jind mensi kruznice
(tzv. epicykl), po niz teprve obihalo jednou za rok Slunce. Jednalo se tedy o slozeni dvou
rovnomeérnych kruhovych pohybii.

Druhy model byl zaloZen na posunu stredu kruhového pohybu. Slunce se tak pohybovalo
konstantni rychlosti po kruhové dréze (nazyvané ezcentr), kterd vsak méla stfed mimo
Zemi. Tento stfed bylo potteba nalézt tak, aby byl v souhlasu s pozorovanymi udaji. Pravé
tento model si pro matematickou jednoduchost Hipparchos vybral. Navic argumentoval
tim, Ze nepovazuje za rozumné popisovat pohyb Slunce pomoci slozeni dvou pohybt, je-li
jej mozné popsat pomoci jediného rovnomérného kruhového pohybu.

LS

Slunce

PR JR

Perigeum

3.2 Hledani stfedu excentru

Nalezeni stredu excentru a jeho vzdalenosti od Zemé bylo problémem, ktery se Hip-
parchovi podarilo vyTesit pouze s vyuzitim tehdy nové vzniklého odvétvi matematiky, jez
se zabyvalo uréovanim délek tétiv odpovidajicich pfislusnym stfedovym uhlim (znacime
crd o, z Tec. chordé, struna ze stieva). Hipparchos dokonce sestavil jejich tabulku. Ta je
prvni tabulkou, jez presné odpovida dnesnim tabulkam funkce sinus. Pripomenme, Ze sinus
je vlastné polovinou délky tétivy (v jednotkové kruznici), délka tétivy crd a v jednotkové
kruznici je tedy

da=2sin2.
cr 5

13 Rekové je nazyvali planétes asteres (toulajici se hvézdy) diky tomu, Ze pii pozorovani ze Zemé
vykazovaly opravdu podivné chovani: pti svém kruhovém pohybu se obcas zastavily a néjakou dobu se
pohybovaly opa¢nym smérem (tzv. retrogradni pohyb), poté opét pokracovaly ve své drdze. Piesnéjsi pozo-
rovani ukazala, ze planety pri svém pohybu opisuji riizné veliké smycky. Popis téchto pohybii bylo mozno
uspokojivé modelovat sloZzenim rovnomérnych kruhovych pohybu. Téch vSak se stale presnéjsimi pozorovéa-
nimi pribyvalo; pravé témito korekcemi nabyl tento model takové slozitosti, ze astronomové zacali hledat
uspokojivejsi vysvétleni. Postupem casu se ukazalo, ze Koperniktv heliocentricky pristup a Keplerova
elipsa byly dobrym vychodiskem z krize stredovéké astronomie.
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Vzhledem k této jednoznacné korespondenci muzeme Hipparchovy vypocty pomoci délek
tétiv snadno preformulovat do moderni podoby pomoci dnesni funkce sinus. Cely vypocet
uvedeme ve zjednodusené a modernizované podobé, pricemz budeme pouzivat dnesni sym-
boliku, aby se v komplikovanych antickych zptisobech zapisu neztratila primé a jednoducha
aplikace sinu. V pribéhu vypoctu také uvidime, proc¢ zacala indickéd a arabska astronomie
pozdéji misto délky tétivy pouzivat jeji polovinu, coz vedlo primo k zavedeni dnesniho sinu
(a ostatnich goniometrickych funkei).

Celou drahu Slunce v pribéhu roku Hipparchos rozdélil mezniky jednotlivych roc¢nich
obdobi: jarni a podzimni rovnodennost (JR a PR), letni a zimni slunovrat (LS a ZS). Tuto
drdhu budeme povazovat za kruznici o poloméru 60 (dédictvi babylonské astronomie).
Cilem je najit délky tsecek AK a LF', ¢imz ziskdme polohu Zemé vici stiedu excentru.

Slunce

Perigeum

Prepocitdme-li délku trvani jara (94,5 dne, tj. 94,5 dili z 365) na stupné, obdrzime
94,5 dne ~ AF ~ 93°9’, pro léto potom 92,5 dne ~ FH ~ 91°11'.

Celkem ma tedy thel odpovidajici oblouku AFH od jarni po podzimni rovnodennost
velikost AFH ~ 184°20’, pifmy thel tak presahuje o 4°20’, éemuz odpovidd soucet délek
oblouktt AB a GH. Oba tyto oblouky maji stejnou délku, a tak mizeme psat

AB+ GH = 2AB = AC ~ 4°20’ .
Hledanou délku tsecky AK ziskdme jako polovinu délky tétivy AC, kterou dnes pocitame
piimo pomoci funkce sinus:

1 1 16
|AK| = §|AC’| =3 60 - crd4°20" = 60 - sin2°10" ~ 2@.

Ve vysledcich zachovavame sSedesatiny, které jsou odrazem sSedesatkové soustavy, v niz
Hipparchos pocital.
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Podobné ziskame délku usecky LF. Oblouk AF (délka jara) odp0V1da thlu 93°9’, pre-
sahuje tedy pravy thel o 3°9’, coz odpovidd souctu délek oblouku AB a EF. Protoze
AB~ 2 107, dostavame EF ~ 59’ Odtud jiz snadno dopocitame délku tsecky LF:

4
2-|LF|=60-crd(2-59") =60-2-sin59’ NQ@
neboli |LF|=1%&.
Vypocet excentricity e (tedy vzdalenosti stiedu excentru od Zemé) je diky kolmosti os
v Hipparchové modelu primou aplikaci Pythagorovy véty:

16\ 2 2\2 12
= |AK|> + |LF|? = (2—) (1—) ~ 6—
[ AR+ |LF| 60 + 60 660

Po odmocnéni odtud dostaneme piibliznou hodnotu e ~ 24 22 5, po zaokrouhleni e ~ 230 =

coz predstavuje 5 poloméru excentru (polomér excentru zvolen 60).
Ziskali jsme tak vsechny parametry modelu pohybu Slunce, ktery stal pfimo u zrodu
predchiidce dnesni goniometrie.

(e

60
247
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